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Διάλεξη 3: Παλινδρόμηση

Μαθησιακά αποτελέσματα

Θα καταλάβετε:

1. Το πρόβλημα της «παλινδρόμησης» στην επιβλεπόμενη μάθηση

2. Το μοντέλο παλινδρόμησης των k- κοντινών γειτόνων

3. Το μοντέλο γραμμικής παλινδρόμησης

4. Κάθοδος κλίσης για την εύρεση των παραμέτρων του μοντέλου γραμμικής παλινδρόμησης

5. Η αναλυτική λύση στο μοντέλο γραμμικής παλινδρόμησης
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Επιβλεπόμενη Μάθηση

Παρουσιάζουμε μια συμβολή στο σύστημα: ο «δάσκαλος» παρέχει την έξοδο «στόχο»

Το σύστημα προσπαθεί να ταιριάξει τις προβλέψεις του με τις προβλεπόμενες προβλέψεις

• Για παράδειγμα: εικόνες από γάτες και σκύλους με την αντίστοιχη ετικέτα τους

Στόχος: Χρησιμοποιήστε δεδομένα για να δημιουργήσετε ένα μοντέλο που γενικεύει σε 

άγνωστα ζεύγη εισόδου-εξόδου

Δύο κοινά προβλήματα:

1. Παλινδρόμηση - Έξοδος: συνεχής αξία

2. Ταξινόμηση - Έξοδος: διακριτή τιμή
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Παλινδρόμηση

Χαρακτηριστικά
γνωρίσματα:
+ απλό
+ γρήγορο
+ θυμάται

Μειονεκτήματα:
- Δεν γενικεύει

Ποια είναι η τιμή του y δοθέντος x;

Y = αναζήτηση(x)

Y = f [γείτονες(x)]
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Παλινδρόμηση με K-Κοντινότερο γείτονα
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Παλινδρόμηση με K-Κοντινότερο γείτονα

ΠΗΓΗ

https://towardsdatascience.com/the-basics-knn-for-classification-and-regression-c1e8a6c955%0d
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Παλινδρόμηση με K-Κοντινότερο γείτονα

ΠΗΓΗ

K = 3

https://towardsdatascience.com/the-basics-knn-for-classification-and-regression-c1e8a6c955%0d
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Παλινδρόμηση με K-Κοντινότερο γείτονα

ΠΗΓΗ

K = 1

Το μοντέλο καταγράφει τις
μικρές διαφορές και το θόρυβο 
αντί για την τάση 

Αυτό είναι γνωστό ως 
υπερπροσαρμογή

https://towardsdatascience.com/the-basics-knn-for-classification-and-regression-c1e8a6c955%0d
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Παλινδρόμηση με K-Κοντινότερο γείτονα

ΠΗΓΗ

K = 10

Ομαλότερη πρόβλεψη, αλλά 
πρόβλημα στις άκρες

Κι αν K=m;

https://towardsdatascience.com/the-basics-knn-for-classification-and-regression-c1e8a6c955%0d
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Παλινδρόμηση με K-Κοντινότερο γείτονα

Προτερήματα

• εύκολη στην υλοποίηση

• δεν υπάρχει χρόνος εκμάθησης

• Μπορεί να χειριστεί μη γραμμικότητα

Αδυναμίες

• η πρόβλεψη γίνεται πιο αργή καθώς τα 

δεδομένα γίνονται περισσότερα

• δεν λειτουργεί καλά σε μεγάλες διαστάσεις

• χρειάζεται κανικοποίηση χαρακτηριστικών

• ευαίσθητα σε θορυβώδη δεδομένα ή 

ακραίες τιμές

• έλλειψη ερμηνευσιμότητας
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Παράδειγμα
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Παλινδρόμηση

Μάθηση με βάση την περίπτωση/μάθηση με βάση τη μνήμη
ή

Μη παραμετρικά μοντέλα /παραδειγματικά μοντέλα

Εναλλακτική προσέγγιση

Ποια είναι η απλούστερη συνάρτηση που 
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε;
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Παλινδρόμηση

Μάθηση με βάση την περίπτωση/μάθηση με βάση τη μνήμη
ή

Μη παραμετρικά μοντέλα /υποδειγματικά μοντέλα

Μάθηση με βάση το μοντέλο
ή

Παραμετρικά μοντέλα
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Γραμμική παλινδρόμηση

y = αx + β

α

β

α=0
y=β

β=0
y=αx

x

γ)
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Αναπαράσταση Μοντέλου

𝜽 ∈ ℝ𝑛+1

21
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Αναπαράσταση Μοντέλου

𝜽 ∈ ℝ𝑛+1

𝑓𝜽(𝒙) = 𝜃0 + 𝜃1𝑥1+. . . +𝜃𝑛𝑥𝑛

𝑓𝜽(𝒙) = 𝜃0𝑥0 + 𝜃1𝑥1+. . . +𝜃𝑛𝑥𝑛 όπου 𝑥0 = 1, έτσι τώρα 𝒙 ∈ ℝ𝑛+1

𝑓𝜽(𝒙) = 𝜽𝑇𝒙

22

𝜃0 𝜃1 … 𝜃𝑛 ∙

𝑥0
𝑥1
⋮
𝑥𝑛

= 𝑓𝜽(𝒙)
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Στόχος

Επιλέξτε 𝜃0, … , 𝜃𝑛 έτσι ώστε το 𝑓𝜽(𝒙) να είναι κοντά το 𝑦 σε όλα τα εκπαιδευτικά παραδείγματα 

μας < 𝒙, 𝑦 >1:𝑚

Πώς;

Μια κοινή προσέγγιση είναι η χρήση της μεθόδου των ελάχιστων τετραγώνων
• Ελαχιστοποιήστε το άθροισμα των τετραγώνων των υπολείπων

• Υπόλοιπα: διαφορά μεταξύ της πραγματικής τιμής (y) και της εκτιμώμενης τιμής (που𝑓𝜽(𝒙)
τοποθετείται από το μοντέλο)

(𝑓𝜽(𝒙
(𝑖)) − 𝑦(𝑖))2

23
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Στόχος και συνάρτηση σφάλματος

𝐿(𝜽) =
1

2𝑚
෍

𝑖=1

𝑚

(𝑓𝜽(𝒙
(𝑖)) − 𝑦(𝑖))2 Συνάρτηση μέσου τετραγωνικού σφάλματος

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 𝐿(𝜽)
θ

Μπορεί το σφάλμα να είναι < 0;

Επιλέξτε 𝜃0, … , 𝜃𝑛 έτσι ώστε το 𝑓𝜽(𝒙) να είναι κοντά το 𝑦 σε όλα τα εκπαιδευτικά παραδείγματα 

μας < 𝒙, 𝑦 >1:𝑚

24
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Συνάρτηση σφάλματος

x

γ)

𝑓𝜃1(𝑥) 𝐿(𝜃1)

𝐿(𝜃1)

𝜃1

𝜃1 = 0

0
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Gradient Descent
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Βελτιστοποίηση: Gradient Descent

𝐿(𝜃1)

𝜃10

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 𝐿(𝜃1)
𝜃1

1. Ξεκινήστε από τυχαίο 𝜃1

2. Επαναλάβετε μέχρι τη 
σύγκλιση

x

Εδώ θέλουμε να καταλήξουμε
(τοπικό ελάχιστο)

𝜃1 = 𝜃1 − 𝛼
𝑑𝐿(𝜃1)

𝑑𝜃1

Αλλαγή 𝜃1 έτσι ώστε να κινηθεί προς τα κάτω

θετικός
πλαγιά

αρνητικός
πλαγιά

𝛼 ∈ [0,1]

𝑑𝐿(𝜃1)

𝑑𝜃1
> 0 𝜃1μειώσεις

𝑑𝐿(𝜃1)

𝑑𝜃1
< 0 αυξήσεις 𝜃1

27
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Gradient Descent: ρυθμός εκμάθησης α

𝐿(𝜃1)

𝜃1
0

𝐿(𝜃1)

𝜃1
0

πολύ μικρό πολύ μεγάλο

αργή σύγκλιση πιθανή απόκλιση

28
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Gradient Descent

ΠΗΓΗ

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 𝐿(𝜃1)
𝜃1

29

https://www.kdnuggets.com/2019/03/neural-networks-numpy-absolute-beginners-part-2-linear-regression.html/2​
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Gradient Descent
𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 𝐿(𝜃0, 𝜃1)

𝜃0, 𝜃1

ΠΗΓΗ

30

https://www.kdnuggets.com/2019/03/neural-networks-numpy-absolute-beginners-part-2-linear-regression.html/2​
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Gradient Descent στην πράξη

Υλοποίηση:

Επαναλάβετε μέχρι τη σύγκλιση:

1. Υπολογίστε το σφάλμα

2. Υπολογισμός διανύσματος κλίσης

3. Ενημέρωση διανύσματος παραμέτρων

|∇𝐿| < ε

31
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Gradient Descent στην πράξη

Gradient Descent «παρτίδας»:

• Χρησιμοποιεί όλα τα παραδείγματα κατάρτισης (m)

• Χρησιμοποιείται όταν το μέγεθος του συνόλου εκπαίδευσης είναι μικρό (π.χ. m = 101 — 103)

Άλλες παραλλαγές του Gradient Descent:

• Στοχαστικό Gradient Descent

• Gradient Descent μίνι παρτίδων

• θα τα δούμε σε μεταγενέστερες διαλέξεις

32
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Gradient Descent στην πράξη
Χρήση κανονικοποίησης χαρακτηριστικών

Βεβαιωθείτε ότι τα χαρακτηριστικά είναι σε 

παρόμοια κλίμακα

Παράδειγμα:

x1 = μέγεθος (0-2000 πόδια2)

x2 = αριθμός υπνοδωματίων (1-5)

new_x1 = x1 /2000 new_x1 ∈ [0,1]

new_x2 = x2 /5 new_x2 ∈ [0,1] ΠΗΓΗ

Χωρίς κανονικοποίηση

χαρακτηριστικών

Με κανονικοποίηση

χαρακτηριστικών

33

https://www.blog.nipunarora.net/ml_multi_variate_linear_regression/
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Gradient Descent σε μια μη κυρτή 2D συνάρτηση

Πηγή: Andrew Ng — Coursera, Machine Learning

ΠΗΓΗ

34

https://www.coursera.org/learn/machine-learning/lecture/lgSMj/gradient-descent-for-linear-regression
https://d2l.ai/chapter_optimization/optimization-intro.html
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Gradient Descent στο μέσο τετραγωνικό σφάλμα

Το ΜΤΣ όταν χρησιμοποιείται το γραμμικό μοντέλο παλινδρόμησης έχει περισσότερα από 

ένα ελάχιστα;

• Όχι — ένα ενιαίο παγκόσμιο ελάχιστο

Για τη συγκεκριμένη περίπτωση, υπάρχει μια αναλυτική (κλειστή μορφή/μη-δραστική) λύση.

35
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Αναλυτική λύση: Κανονικές εξισώσεις

x γ)

x(1) y(1)

x(2) y(2)

... ...
x(m) y(m)

𝜃0 + 𝜃1𝑥1+. . . +𝜃𝑛𝑥𝑛 ≈ 𝑦 1 𝑥1
(1)

1 𝑥1
(2)

… 𝑥𝑛
(1)

… 𝑥𝑛
(2)

⋮ ⋮

1 𝑥1
(𝑚)

⋱ ⋮

… 𝑥𝑛
(𝑚)

𝜃0
𝜃1
⋮
𝜃𝑛

≈

𝑦(1)

𝑦(2)

⋮
𝑦(𝑚)

𝑋 𝜃 𝑦

𝜃 = 𝑋𝑇𝑋 −1𝑋𝑇𝑦

36

Σηµαντικό: 𝒎 > 𝒏
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Παράδειγμα
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Γραμμική παλινδρόμηση

Θετικά

• εύκολο στην υλοποίηση (αναλυτική λύση)

• μικρός χρόνος υπολογισμού για την 

προσαρμογή (αναλυτικό διάλυμα)

• σταθερός χρόνος πρόβλεψης (δεν 

αποθηκεύει σημεία δεδομένων)

• η αναλυτική λύση δεν χρειάζεται 

κανονικοποίηση χαρακτηριστικών

• λιγότερο ευαίσθητα σε θορυβώδη 

δεδομένα

• πιο ερμηνευσιμα

Αρνητικά

• Δεν μπορεί να χειρίστεί μη γραμμικές 

σχέσεις στα δεδομένα

• για μεγάλα σύνολα δεδομένων απαιτεί 

επαναληπτικές μεθόδους, π.χ. gradient 

descent

• Το gradient descent χρειάζεται 

κανονικοποίηση χαρακτηριστικών
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Γραμμική παλινδρόμηση

Θετικά

• εύκολο στην υλοποίηση (αναλυτική λύση)

• μικρός χρόνος υπολογισμού για την 

προσαρμογή (αναλυτικό διάλυμα)

• σταθερός χρόνος πρόβλεψης (δεν 

αποθηκεύει σημεία δεδομένων)

• η αναλυτική λύση δεν χρειάζεται 

κανονικοποίηση χαρακτηριστικών

• λιγότερο ευαίσθητα σε θορυβώδη 

δεδομένα

• πιο ερμηνευσιμα

Αρνητικά

• Δεν μπορεί να χειρίστεί μη γραμμικές 

σχέσεις στα δεδομένα

• για μεγάλα σύνολα δεδομένων απαιτεί 

επαναληπτικές μεθόδους, π.χ. gradient

descent

• Το gradient descent χρειάζεται 

κανονικοποίηση χαρακτηριστικών

Πώς μπορούμε να το διορθώσουμε 

αυτό;

... χωρίς να αλλάξει ο αλγόριθμος;
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Πολυωνυμική παλινδρόμηση

1. Χρήση της μηχανικής χαρακτηριστικών για την κατασκευή 
πολυωνυμικών χαρακτηριστικών

2. Βρείτε τη λύση στο νέο πρόβλημα γραμμικής 
παλινδρόμησης

𝜃 = 𝑋𝑇𝑋 −1𝑋𝑇𝑦

𝜃0 + 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 + 𝜃3𝑥1
2 + 𝜃4𝑥2

2 + 𝜃5𝑥1𝑥2 ≈ 𝑦

𝑥1, 𝑥2, 𝑥1
2, 𝑥2

2, 𝑥1𝑥2
π.χ. για 2 μεταβλητές
και πολυωνυμικός βαθμός = 2
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Σας ευχαριστούμε
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